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最小距离为 4的最优五元循环码 
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摘  要：循环码是线性分组码中最重要的一个子类，由于其具有代数结构清晰、编译码简单且易于实现，被广泛

地应用于通信系统和储存设备中。目前，大部分已有的研究工作最多只能实现三元最优循环码，对五元循环码的

研究工作较少。对一类五元最优循环码 (1, , )e t
C 进行研究。首先，给出一种有效且快速判断五元循环码 (1, , )e t

C 是否最

优的方法；其次，基于提出的方法得到当 5 1
k

e = + 及 5 2
m

e = − 时，循环码 (1, , )e t
C 为最优循环码；最后，基于有限

域
5m

F 中的完全非线性函数，构造一类具有参数 5 1,5 2 2,4
m m

m⎡ ⎤− − −⎣ ⎦ 的五元最优循环码。 
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Abstract: Cyclic codes are an extremely important subclass of linear codes. They are widely used in the communication 

systems and data storage systems because they have efficient encoding and decoding algorithm. Until now, how to con-

struct the optimal ternary cyclic codes has received a lot of attention and much progress has been made. However, there is 

less research about the optimal quinary cyclic codes. Firstly, an efficient method to determine if cyclic codes (1, , )e t
C  were 

optimal codes was obtained. Secondly, based on the proposed method, when the equation 5 1
k

e = +  or 5 2
m

e = − hold, 

the theorem that the cyclic codes (1, , )e t
C were optimal quinary cyclic codes was proved. In addition, perfect nonlinear mo-

nomials were used to construct optimal quinary cyclic codes with parameters [5 1,5 2 2,4]
m m

m− − −  optimal quinary 

cyclic codes over
5m

F . 

Key words: finite field, cyclic codes, minimum distance, perfect nonlinear function 

 

1  引言 

循环码是一类重要的线性码，因其具有有效的

编码和解码算法，在通信系统、数据存储系统及消

费类电子产品等有着广泛的应用
[1~4]
。因此，关于

循环码的研究一直是编码研究者所关心的热点问

题。近期已有较多关于循环码的研究。 

文献[5,6]通过序列设计的方法对循环码的性质

进行研究。Carlet 等
[7]
首次利用完全非线性函数构

造了具有参数[3 1,3 2 1,4]
m m

m− − − 的三元循环码。

然后，利用完全非线性函数与几乎非线性函数构造

最优循环码受到了广泛的研究
[7~22]
。Ding 与

Helleseth
[8]
利用有限域

3
m

F 上的几乎完全非线性函

数及其他多项式函数构造了几类最佳三元循环码，
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并提出了关于三元循环码的 9 个公开问题。文献

[9,10]利用低次多项式的分解解决了其中 2 个公开

的问题。 

设α 为
n

p
F 中的一个本原元，当 p是素数时，

记 ( )m xα 为素域
n

p
F 上的极小多项式，考察生成多项

式为
1

( ) ( ) ( )
i ts

m x m x m xα α α
� 循环码的性质是一个热

门的研究课题，其中，
1 2

1 , , , 1
n

s
i i i p< < −� 。研究较

多的一类循环码是生成多项式为 ( ) ( )
e

m x m xα α 的循环

码，记此类循环码为 (1, )eC ，其中，1 1
n

e p< < − 。Li

等
[10]
构造出具有参数 [3 1,3 2 1,4]

m m

m− − − 的循环

码 (1, )eC 和具有参数为 [3 1,3 2 2,4]
m m

m− − − 的三元

最优循环码 (1, , )e t
C ，其中，

5 1

2

m

t
−= ， 1m > 。文献[11]

分析了由几乎完全非线性函数构造的循环码的重

量分布。而对于 3p > 的情形，循环码 (1, )eC 的研究

不受学者关注，因为 (1, )eC 的最小距离至多为 3，

即 其不是最优码。 3p > 时生成多项式为

1
( ) ( )

i ts
m x m x

α α
� 的最优循环码的构造是目前较热

门的难点问题。Xu等
[12]
对五元循环码 ( )0,1,e

C 进行了

研 究 ， 其 中 ， (0,1, )eC 表 示 生 成 多 项 式 为

( 1) ( ) ( )
e

x m x m xα α− 的循环码，并证明在 5p≥ 条件

下，当 1
k

e p= + 及 2
m

e p= − 时，循环码 (0,1, )eC 具有

参数 1, 2 2,4
m m

p p m⎡ ⎤− − −⎣ ⎦，为最优循环码。 

受文献[10,12]中工作的启发，本文将研究生成

多项式为 ( 1) ( ) ( )
e

x m x m xα α− 的五元循环码 (1, , )e t
C 。首

先对五元循环码 (1, , )e t
C 的最小距离进行分析，得到

了一种快速判断循环码 (1, , )e t
C 是否为最优的方法，

并分析了 2 类由单项式函数构造的循环码 (1, , )e t
C 的

参数情况（ 5 1
k

e = + 及 5 2
m

e = − ），然后通过利用

有限域
5
m

F 上的完全非线性函数，构造出一类具有

参数[5 1,5 2 2,4]
m m

m− − − 的五元最优循环码。 

2  相关知识 

本节介绍将要用到的循环码相关的一些基础

知识。 

设
q

F 为含有 q个元素的有限域，其中， m

q p= ，

p 为素数， m 为正整数。本文用 C 表示参数为

[ , , ]n k d 的线性码，其中，码C的长度为 n，维数为

k，最小距离为 d。 

若对 C 中的任意码字进行循环移位后仍然是

C的码字，则C称为循环码。每一个循环码可对应

一个多项式环，任取一个码字
1 2 1

( , , , )
n

c c c C− ∈� ，

定义 2 1

0 1 2 1

[ ]

1

pn

n n

F x
c c x c x c x

x

−
−+ + + + ∈

−
� ，从而

p
F 上

任意长度为 n的循环码C对应一个多项式剩余类环

[ ]

1

p

n

F x

x −
。若一个循环码的所有码字多项式都是一个

次数最低的非零首一多项式 ( )g x 的倍式，则称 ( )g x

为循环码的生成多项式，其校验多项式定义为

1
( )

( )

nx
h x

g x

−= 。首先给出下文用到的一些基本定理及

推论。 

定理 1
[1]  
汉明界。任何

m

p
F 上 [ ],n k 线性分组码

满足汉明不等式 

21 ( 1) ( 1) ( 1)
1 2

n k t
n n n

p p p p
t

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
�≥  

其中，
1

2

d
t

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

。 

给定素数 p且 0 2m

j p −≤ ≤ ，则包含 j在内

的模 1m

p − 的 -p 次分圆陪集定义为 

 { mod( 1) : 0,1, , 1}s m

j
C jp p s m= − = −�  

分圆陪集
j

C 的大小记为
j
l ，

j
l 是

j
C 中使

(mod( 1))s m

jp j p≡ − 成立的 s的最小值。 

推论 1
[12]

  设 p为素数且 1
m

n p= − ，对于任一
正整数 e且1 1e n −≤ ≤ ，并满足 gcd( , )e n r= 。如果

1 1r p −≤ ≤ ，则模 1m

p − 的 p -次分圆陪集
j

C 的大

小为m，即
e
l m= 。 

推论 2
[12]

  设 5p = ，记
e

C 为包含 e的模 1m

p −
的分圆陪集，如果 e为偶数或满足 3(mod4)e ≡ 时，

1
e C∉ 。 

本文分析在 5p = 时，有限域
5
m

F 上的循环码。 

设α 为有限域
5
m

F 中的一个本原元， ( )
i

m xα 表

示元素 iα 在
5
m

F 上的极小多项式。令
5 1

2

m

t
−= ，那

么 1
tα = − ， 1− 的极小多项式为 1x + 。生成多项式

为 ( 1) ( ) ( )
e

x m x m xα α+ 的五元码可以简记为 (1, , )e t
C 。 

显然地，若 x 是有限域
5
m

F 中的非零平方元，

则
5 1

2 1

m

x

−

= ；若 x 是有限域
5
m

F 中的非平方元，则
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5 1

2 1

m

x

−

= − 。 

推论 3  设 5p = ， 1m > ，对于任意
1

e C∉ 且

e
C m= ，则有限域

5
m

F 上循环码 (1, , )e t
C 的最小距离 d

满足 4d≤ 。 

证明   由条件
1

e C∉ 且
e

C m= 可知循环码

(1, , )e t
C 的长度为5 1

m − 且维数为5 2 2
m

m− − 。利用定

理 1，可知循环码 (1, , )e t
C 的最小距离 d满足 4d≤ 。 

当循环码 (1, , )e t
C 的最小距离 4d = 时，具有参

数 [5 1,5 2 2,4]
m m

m− − − 的循环码 (1, , )e t
C 为最优循环

码。 

3  五元最优循环码的构造 

本节首先给出一种有效且快速判断五元循环

码 (1, , )e t
C 是否最优的方法，并基于提出的方法判断

当 5 1
k

e = + 及 5 2
m

e = − 时，循环码 (1, , )e t
C 是否最优，

最后利用完全非线性函数构造出一类具有参数

[5 1,5 2 2,4]
m m

m− − − 的最优五元循环码。 

定理 2  设 1m > ，正整数
1

e C∉ ，且 e所在的

分圆陪集的大小
e
l m= ，

5 1

2

m

t
−= ，如果下列条件

成立，则五元循环码 (1, , )e t
C 具有参数 [5 1,5

m m− −  

2 2,4]m − 。 

1) 当 ( )3 mod4e ≡ 时，式(1)和式(2)在有限域

5
m

F 中均不存在除了 1x = ± 以外的非零解。 

 
1

( 1) 1 0

t

e e

x

x x

⎧ =⎪
⎨

+ + + =⎪⎩
 (1) 

 
1

( 1) 1 0

t

e e

x

x x

⎧ = −⎪
⎨

+ − − =⎪⎩
 (2) 

2) 当 e为偶数时，式(3)~式(6)在有限域
5
m

F 中

均不存在除了 1x = ± 以外的非零解。 

 
1

2( 1) 1 0

t

e e

x

x x

⎧ =⎪
⎨

+ + + =⎪⎩
 (3) 

 
1

2( 1) 1 0

t

e e

x

x x

⎧ =⎪
⎨

− + + =⎪⎩
 (4) 

 
1

2( 1) 1 0

t

e e

x

x x

⎧ = −⎪
⎨

+ − − =⎪⎩
 (5) 

 
1

2( 1) 1 0

t

e e

x

x x

⎧ = −⎪
⎨

− − − =⎪⎩
 (6) 

证明  首先由推论 2可知，当 e为偶数或者满足

3(mod4)e ≡ 时 ，
1

e C∉ 。 当 1(mod4)e ≡ 时 ，

5 1(mod5)i
e ≡ ，其中，1 i n≤ ≤ ，即当 1(mod4)e ≡
时，

1
e C∈ 。所以本文只考虑满足条件e为偶数或满足

3(mod4)e ≡ 的正整数e。当
1

e C∉ 且e所在的分圆陪

集的大小
e
l m= 时，循环码 (1, , )e t

C 的维数为

5 2 2
m

m− − 。下面证明循环码 (1, , )e t
C 的最小距离为 4。 

对于给定的正整数 e，为了证明循环码 (1, , )e t
C 的

最小距离为 4，需要证明循环码 (1, , )e t
C 不含有汉明重

量为ω的码字，其中， { }1,2,3ω∈ 。根据循环码 (1, , )e t
C

的定义， (1, , )e t
C 含有汉明重量为ω的码字，当且仅

当分别存在ω个非零元素
1 2 5
, , ,c c c Fω ∈� 和ω个两

两不同的元素
1 2 5
, , ,

m
x x x Fω ∈� 使下面的等式成立。 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

0

0

0

e e e

t t t

c x c x c x

c x c x c x

c x c x c x

ω ω

ω ω

ω ω

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎨
⎪ + + + =⎩

�

�

�

 (7) 

显然，当 1ω = 时，式(7)不成立。当 2ω = 时，

可以得到式(8)。 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

0

0

0

e e

t t

c x c x

c x c x

c x c x

+ =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

 (8) 

分析式(8)的第 3个等式，由 t的定义
1

2

m

p
t

−= 可

知 t

x ， { }1, 1
t

y ∈ − ，因此
1
c ， { }2

1, 1c ∈ − 。当
1 2
c c= 时，

由式 (8)的第 1 个等式可以得到
1 2
x x= − ，因为

1

2

m

p
t

−= 为偶数，所以 ( )1 2 2

tt t

x x x= − = ，但由式(8)

的第 3个等式可以得到
1 2

t t

x x= − ，因此是矛盾的，

即当
1 2
c c= 时，式(8)无解。当

1 2
c c= − 时，由式(8)

的第 1个等式可以得到
1 2
x x= ，这与条件

1 2
x x≠ 是

矛盾的。综上分析可得，循环码 (1, , )e t
C 不含有重量

为 2 的码字。下面研究循环码 (1, , )e t
C 是否含有汉明

重量为 3ω = 的码字。  

当 3ω = 时，通过化简式(7)，得 

 

3 32 2

1 1 1 1

3 32 2

1 1 1 1

3 32 2

1 1 1 1

1 0

1 0

1 0

ee

e e

tt

t t

c xc x

c x c x

c xc x

c x c x

c xc x

c x c x

⎧
+ + =⎪

⎪
⎪⎪ + + =⎨
⎪
⎪
⎪ + + =
⎪⎩

 (9) 
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令 2

1

x
x

x
= ， 3

1

x
y

x
= ，式(9)可以等价为式(10)，

并且 1x ≠ ， 1y ≠ 。 

 

32

1 1

32

1 1

32

1 1

1 0

1 0

1 0

e e

t t

cc
x y

c c

cc
x y

c c

cc
x y

c c

⎧
+ + =⎪

⎪
⎪⎪ + + =⎨
⎪
⎪
+ + =⎪

⎪⎩

 (10) 

首先考虑式 (10)中的第 3 个等式 2

1

1
t

c

x

c

+ +  

3

1

0
t

c
y

c
= 。由

1
c 、

2
c 、

3
c 的对称性，对下面几种情

况进行分析。 

1) 当
1 2

1c c= = 时，式(10)中的第 3 个等式为

3
1 0

t t

x c y+ + = 。由
1

2

m

p
t

−= 可知 { }, 1, 1
t t

x y ∈ − ，

因此当
3

1c = ± 时，等式无解。当
3

2c = 时，

1 2 0t t

x y+ + = ，则 1
t

x = ， 1
t

y = − 。因此式(10)可

以化简为 

 
1 2 0

1 2 0
e e

x y

x y

+ + =⎧
⎨
+ + =⎩

 (11) 

由式 (11)的第 1 个等式得到 2 2y x= + ，把

2 2y x= + 代入到式 (11)第 2 个等式中得到
11 2(2 2) 1 2 ( 1) 0e e e e e

x x x x
++ + + = + + + = 。显然地，

当 0(mod4)e ≡ 时， 12 2(mod5)e+ ≡ ，因此，式(11)

第 2 个等式等价于 ( )1 2 1 0
e

e

x x+ + + = 。当

2(mod4)e ≡ 时， 12 3(mod5)e+ ≡ ，式(11)第 2个等式

等价于 1 3( 1) 0e e

x x+ + + = 。当 3(mod4)e ≡ 时，
12 1(mod5)e+ ≡ ， 式 (11) 第 2 个 等 式 等 价 于

1 ( 1) 0e e

x x+ + + = 。 

当
3

2c = − 时，1 2 0t t

x y+ − = ，则 1t

x = ， 1t

y = 。

于是式(10)可以化简为 

 
1 2 0

1 2 0
e e

x y

x y

+ − =⎧
⎨
+ − =⎩

 (12) 

由第 1个等式得到 2 2y x= − − ，把 2 2y x= − −

代 入 到 式 (12) 第 2 个 等 式 中 得 到

1 2( 2 2) 1 2( 2) ( 1) 0e e e e e

x x x x+ − − − = + − − + = 。 当

0(mod4)e ≡ 时， 2 ( 2) 2(mod5)e× − ≡ ，因此式(12)

第 2 个 等 式 等 价 于 1 2( 1) 0e e

x x+ − + = 。 当

2(mod4)e ≡ 时，2( 2) 3(mod5)e− ≡ ，因此式(12)第 2

个等式等价于1 3( 1) 0e e

x x+ − + = 。当 3(mod4)e ≡
时， 2( 2) 1(mod5)e− ≡ − ，因此式(12)第 2 个等式等

价于1 ( 1) 0e e

x x+ + + = 。 

2) 当
1

1c = 、
2

1c = − 时，与上面的情况分析类
似，式(10)中的第 3个等式转化为

3
1 0t t

x c y− + = 。

当
3

1c = ± 时 ， 等 式 无 解 。 当
3

2c = 时 ，

1 2 0t t

x y− + = ，则 1
t

x = − 、 1
t

y = − 。于是式(10)可

以化简为 

 
1 2 0

1 2 0
e e

x y

x y

− + =⎧
⎨
− + =⎩

 (13) 

由式(13)的第 1 个等式得到 2 2y x= − + ，把

2 2y x= − + 代入到式 (13)第 2 个等式中得到

1 2( 2 2) 1 2( 2) ( 1) 0e e e e e

x x x x− + − + = − + − − = 。 当

0(mod4)e ≡ 时，2( 2) 2(mod5)e− ≡ ，因此式(13)第 2

个等式等价于1 2( 1) 0e e

x x− − − = 。当 2(mod4)e ≡
时，2( 2) 3(mod5)e− ≡ ，因此式(13)第 2个等式等价

于 ( )1 3 1 0
e

e

x x− − − = 。 当 ( )3 mod4e ≡ 时 ，

2( 2) 1(mod5)e− ≡ − ，因此，式(13)第 2 个等式等价

于1 ( 1) 0e e

x x− − − = 。 

当
3

2c = − 时， 1 2 0t t

x y− − = ，则 1t

x = − ，
1t

y = 。式(10)可以化简为 

 
1 2 0

1 2 0
e e

x y

x y

− − =⎧
⎨
− − =⎩

 (14) 

由式 (14)第 1 个等式得到 2 2y x= − ，把

2 2y x= − 代入到式 (14)第 2 个等式中得到
11 2(2 2) 1 2 ( 1) 0e e e e e

x x x x
+− − − = − − − = 。当 e ≡  

0(mod4)时， 12 2(mod5)e+ ≡ ，因此式(14)的第 2

个等式等价于1 2( 1) 0e e

x x− − − = 。当 2(mod4)e ≡
时， 12 3(mod5)e+ ≡ ，因此式(14)第 2个等式等价于

1 3( 1) 0e e

x x− − − = 。当 3(mod4)e ≡ 时， 1
2
e+ ≡  

1(mod5) ，因此式 (14)的第 2 个等式等价于

1 ( 1) 0e e

x x− − − = 。 

对上述描述的情况与式(10)等价的等式进行总

结得到定理 2 中描述的式(1)~式(6)，当式(1)~式(6)

都不存在除了 1± 以外的非零解时，式(10)就不存在

除了 1± 以外的非零解，也就是说循环码 (1, , )e t
C 不含

有汉明重量为 3 的码字，即五元循环码 (1, , )e t
C 具有

参数[5 1,5 2 2,4]
m m

m− − − 。证毕。 

注：1)当 0(mod4)e ≡ ，m 为偶数时，循环码
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(1, , )e t
C 的最小距离为 3。考察式(9)，令

1
1c = ，

2
1c = ，

3
2c = − ，通过简单计算可以得到式(9)存在解为

1
x z= 、

2
2x z= 、

3
x z= − ，其中，z是有限域

5
m

F 上

的任意非零元，即五元循环码 (1, , )e t
C 在有限域

5
m

F 上

存在重量为 3 的码字，则其最小距离为 3，参数为

[5 1,5 2 2,3]
m m

m− − − 。 

2) 当 ( )2 mod4e ≡ ，m为奇数时，循环码 ( )1, ,e t
C

的最小距离为 3，参数为[5 1,5 2 2,3]
m m

m− − − 。考

察式(9)，令
1

1c = 、
2

1c = − 、
3

2c = − ，经过计算得
式(9)存在解为

1
x z= 、

2
2x z= 、

3
2x z= − ，其中，z

是有限域
5
m

F 上的任意非零元，即五元循环码 (1, , )e t
C

在有限域
5
m

F 上存在重量为 3 的码字，则其最小距

离为 3，参数为[5 1,5 2 2,3]
m m

m− − − 。 

文献[12]证明了当 5 1
k

e = + 及 5 2
m

e = − 时，循

环码 ( )0,1,e
C 具有参数 [5 1,5 2 2,4]

m m

m− − − ，其中

0 1k m −≤ ≤ 且
2

m
k ≠ 。通过应用定理 2 进行验

证，可以得到当 5 1
k

e = + 及 5 2
m

e = − 时，循环

码 ( )1, ,e t
C 具有参数 [5 1,5 2 2,4]

m m

m− − − 。具体证明

如下。  

定理 3  设 5 2
m

e = − ， 1m > ，则循环码 ( )1, ,e t
C 具

有参数[5 1,5 2 2,4]
m m

m− − − 。 

证明  显然有
1

e C∉ 且 gcd(5 2,5 1) 1m m− − = ，由
推论 1可得，e所在的分圆陪集

e
C 的大小为m。则

循环码 (1, , )e t
C 的维数为5 2 2

m

m− − 。下面证明 (1, , )e t
C

的最小距离为 4。 

可以计算出5 2 3(mod4)m − ≡ 。根据定理 2，首

先考虑式(15)解的情况。 

 
5 2 5 2

1

+( 1) 1 0
m m

t

x

x x
− −

⎧ =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
 (15) 

当任意
5
m

x F∈ ， 0x ≠ 及 1x ≠ − 时，则有 5 1
1

m

x
− =

且 5 1( 1) 1
m

x
−+ = 。对式(15)的第 2个等式两边同时乘

以 ( 1)x x + ，并进行化简可以得到 2( 1) 0x − = ，则

1x = ，且 1 1
t t

x = = ，那么式(15)的解只有 1x = ，即
式(15)不存在除了 1x = 以外的非零解。 

其次，考虑式(16)解的情况。 

 
5 2 5 2

1

+( 1) 1 0
m m

t

x

x x
− −

⎧ = −⎪
⎨

− − =⎪⎩
 (16) 

方法同上，对式(16)的第 2 个等式两边同时乘

以 ( 1)x x − ，并进行化简可以得到 2( 1) 0x + = 。则

1x = − 。但是
5 1

2( 1) ( 1) 1

n

t

−

− = − = ，这与式(16)的第一

个等式 1t
x = − 矛盾，即 1x = − 不是式(16)的解。因

此式(16)不存在非零解。 

综上所述，再根据定理 2即得，当 5 2m
e = − 时，

循环码 (1, , )e t
C 具有参数[5 1,5 2 2,4]

m m

m− − − 。 

下面的定理给出当 5 1k
e = + 时，循环码 (1, , )e t

C

的参数情况。 

定理 4  设 5 1k
e = + ，m为偶数， 2m > ，0 k≤  

1m −≤ 且
2

m
k ≠ ，则循环码 (1, , )e t

C 具有参数

[5 1,5 2 2,4]
m m

m− − − 。 

证明  显然 e为偶数且 2(mod4)e ≡ 。当
2

m
k ≠

时， (5 1,5 1) 2k m+ − = ，则 | |
e

C m= 。根据定理 2，

考虑式(17)~式(20)在
5
m

F 上解的情况。 

 
5 1 5 1

1

2( 1) 1 0
k k

t

x

x x
+ +

⎧ =⎪
⎨

+ + + =⎪⎩
 (17) 

 
5 1 5 1

1

2( 1) 1 0
k k

t

x

x x
+ +

⎧ =⎪
⎨

− + + =⎪⎩
 (18) 

 
5 1 5 1

1

2( 1) 1 0
k k

t

x

x x
+ +

⎧ = −⎪
⎨

+ − − =⎪⎩
 (19) 

 
5 1 5 1

1

2( 1) 1 0
k k

t

x

x x
+ +

⎧ = −⎪
⎨

− − − =⎪⎩
 (20) 

对式(17)第 2个等式进行化简得 

 

5 1 5 1

5 1 5

5 1 5

5 1

2( 1) 1

2( 1)( 1) 1

3 2 2 3

2( 1)

0

k k

k k

k k

k

x x

x x x

x x x

x

+ +

+

+

+

+ + +

= + + + +

= + + +

= − −
=

 

(21)

 

式(21)在
5
m

F 只有一个解为 1x = ，那么式(17)

不存在除了 1x = 以外的非零解。 

同理，可以计算得到式(18)~式(20)不存在除了

1x = ± 以外的非零解。根据定理 2可得到，循环码

(1, , )e t
C 具有参数[5 1,5 2 2,4]

m m

m− − − 。 

下面，利用完全非线性(PN, perfect nonlinear) 函

数构造一类具有参数[5 1,5 2 2,4]
m m

m− − − 的五元循
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环码 (1, , )e t
C 。 

设 p为素数，函数 :
n n

p p
f F F→ 。令 ( , )a bψ 为

n

p
F 上满足 ( ) ( )f x a f x b+ − = 的解的个数，即

{ }( , ) ( ) ( )
n

p
a b x F f x a f x bψ = ∈ + − = ，其中 a 、

n

p
b F∈ 。记 ( ){ }

0, ,
max ,

n
p

f
a a b F

a bψ
≠ ∈

Δ = 。若 1fΔ = ，则

称函数 f 为 PN函数；若 2fΔ = ，则称函数 f 为几乎

完全非线性（APN，almost perfect nonlinear）函数。 

定理 5  设正整数
1

e C∉ ，且 e所在的分圆陪集

的大小
e
l m= ，

5 1

2

m

e r

−= + ，其中，r为偶数，且

r
x 为 PN 函数，则五元循环码 (1, , )e t

C 为具有参数

[5 1,5 2 2,4]
m m

m− − − 的最优循环码。 

证明  当
1

e C∉ ，且 e所在的分圆陪集的大小

e
l m= 时，循环码的维数为 5 2 2

m

m− − 。同定理 2

的证明，通过分析式(7)解的情况来判断循环码

(1, , )e t
C 是否含有汉明重量为 ω 的码字，其中，

{1,2,3}ω∈ 。根据定理 2 的证明，首先可以得到循

环码 (1, , )e t
C 不含有汉明重量为 1 和 2 的码字。由于

式(7)中
1
c 、

2
c 、

3
c 的对称性，同定理 2的证明，分

下面 4 种情况讨论循环码 (1, , )e t
C 是否含有汉明重量

为 3的码字。 

1) 当
1 2

1c c= = 、
3

2c = 时，首先得到 1t
x = 、

1
t

y = − 。则式(11)的第 2个等式1 2 0
e e

x y+ + = 等价

于1 2 0
r r

x y+ − = 。式(11)可以转化为 1x y y+ = − − 、
1

r r r

x y y− = − 。因为 r 为偶数，所以 ( )r r

y y− = 。

那 么 式 (11) 又 可 以 写 为 ( ) ( ) 1x y y− − = − − ，

( ) ( ) 1r r r

x y y− − = − − 。又因为 r
x 为 PN函数，根据

PN函数的定义有 ( , ) ( ,1)x y y− = − ，即 1y = − 。但这
与 1

t

y = − 是矛盾的。 

2) 当
1 2

1c c= = 、
3

2c = − ，首先得到 1t
x = 、

1
t

y = 。则式(12)的第 2 个等式1 2 0
e e

x y+ − = 等价

于1 2 0
r r

x y+ − = 。式(12)可以转化为 1x y y− = − 、
1

r r r

x y y− = − 。又因为 r
x 为 PN函数，根据 PN函

数的定义有 ( , ) ( ,1)x y y= ，即 1y = 。但这与条件

1y ≠ 是矛盾的。 

3) 当
1

1c = 、
1

1c = − 、
3

2c = ，首先得到 1t
x = − 、

1
t

y = − 。则式(13)的第 2个等式1 2 0
e e

x y− + = 等价

于 1 2 0
r r

x y+ − = 。 式 (13) 可 以 转 化 为

( 1)x y y− = − − ， ( 1)r r r r

x y y− = − − 。又因为 r
x 为

PN函数，根据 PN函数的定义有 ( , ) ( , 1)x y y= − ，即

1y = − 。但这与 1
t

y = − 是矛盾的。 

4) 当
1

1c = 、
1

1c = − 、
3

2c = − 时，首先得到
1

t
x = − 、 1

t

y = 。 则 式 (14) 的 第 2 个 等 式

1 2 0
e e

x y− − = 等价于1 2 0
r r

x y+ − = 。式(14)可以

转 化 为 ( ) ( ) ( 1)x y y− − = − − − 、 ( )r r

x y− − =  
( ) ( 1)r r

y− − − 。又因为 r
x 为 PN函数，根据 PN函数

的定义有 ( , ) ( , 1)x y y− = − − ，即 1y = 。但这与条件
1y ≠ 是矛盾的。 

综上分析，当
5 1

2

m

e r

−= + ，且 r
x 为 PN 函数

时，式 (7)在有限域
5
m

F 上无解，即循环码

[5 1,5 2 2]
m m

m− − − 不含有汉明重量为 3的码字，因

此循环码 (1, , )e t
C 具有参数[5 1,5 2 2,4]

m m

m− − − 。 

通过对五元循环码的分析，可以看出选择合适的

指数 e，就可以构造出最优五元循环码 (1, , )e t
C 。 

4  结束语 

目前，如何构造具有优良性质的循环码受到了

编码研究者的广泛关注，已有较多关于三元最优循

环码的研究工作，关于五元最优循环码的研究成果

较少。本文对五元循环码 (1, )eC 的一类子循环码

(1, , )e t
C 进行研究。首先，给出一种有效且快速判断

五元循环码 (1, , )e t
C 是否最优的方法，应用此方法对 2

类由单项式函数构造的循环码的参数进行分析，得

到了当 5 1
k

e = + 及 5 2
m

e = − 时，循环码 (1, , )e t
C 为最

优循环码；最后，基于有限域
5
m

F 中的完全非线性

函数，构造出一类最小距离为 4的五元最优循环码，

其参数为[5 1,5 2 2,4]
m m

m− − − 。对于循环码的重量

分布的研究也是一个有难度且热门的课题，下一步

将继续研究最优循环码的构造及其重量分布。 
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